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Resume 

En utilisant un theoreme de Gabber sur les alterations, on demontre 
un resultat decrivant la partie de torsion premiere apdu groupe de Brauer 
non ramifie d'une variete V lisse et geometriquement integre sur un corps 
global de caracteristique p au moyen de 1'evaluation des elements de Br V 
sur ses points locaux. 

Mots cles : Groupe de Brauer, corps global, alteration. 

Abstract 

The unramified Brauer group over a global field of positive 
characteristic. Using a theorem of Gabber on alterations, we prove 
a result describing the prime-to-p torsion part of the unramified Brauer 
group of a smooth and geometrically integral variety V over a global field 
of characteristic p by evaluating the elements of Br V at its local points. 

Key words: Brauer group, global field, alteration. 



1 Introduction 

Dans [4], Harari demontre le resultat suivant, lequel etait deja apparu (sous une 
forme quantitative plus precise) dans le cas de l'espace projectif chez Serre pour 
les elements de 2-torsion du groupe de Brauer (cf. [5]) : 

Theoreme 1.1 (Theoreme 2.1.1 de [1]). Soient K un corps de nombres et X 
une K-variete geometriquement integre, projective et lisse, dont on note K(X) 
le corps de fonctions. Soient a un element de Br (K(X)) qui n'est pas dans Br 
et U un ouvert de Zariski non vide de X tel que a £ BrZ7. Alors, il existe un 
ensemble infini (de densite non nulle) I de places v de K telles que, si Von note 
K v le complete de K par rapport a v, la fleche U(K V ) — > HrK v induite par a 
prenne une valeur non nulle. 
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II est bien connu qu'il existe un ensemble fini S de places de K tel que, si Ton 
note Ok,s l'anneau des 5-entiers de K, il existe un modele propre et lisse X de 
X sur Ok,s avec un ouvert U, dont la fibre generique correspond a U, tel que 
a se releve en un element de BrW. Le critere valuatif de proprete nous permet 
alors de relever tout i^-point de X en un 0„-point de X des que v £ S. En 
particulier, on voit que l'application U{K V ) — >• BtK v induite par a se factorise 
par BrO v — des que le ^-point de U se releve en un 0„-point de U, ce qui 
nous dit que cette application atteint la valeur nulle pour presque toute place 
(i.e. pour toute place a l'exception d'un nombre fini d'cntrc elles). De plus, on 
obtient une reciproque du resultat qui dit que pour tout element a de BrX et 
pour presque toute place v de K l'application X(K V ) — » Br K v induite par a 
est triviale. Si Ton considere alors une variete V qui n'est pas propre, ce resultat 
applique a une compactification lisse de V nous permet de decrire le groupe de 
Brauer non ramifie Br nr l^ d'apres les theoremes de purete de Grothendieck (cf. 
[1 Proposition 4.2.3]). 

Soit maintenant K un corps global de caracteristique p > 0, i.e. le corps de 
fonctions d'une courbe C sur un corps fini. La preuve du theoreme de Harari 
est totalement adaptable a ce cas, sauf pour le fait que la preuve se base sur 
les theoremes de purete de Grothendieck, lesquels ne sont valables a priori en 
caracteristique positive que sur la partie de torsion premiere a p du groupe de 
Brauer. On peut alors demontrer le resultat suivant en suivant presque mot pour 
mot la preuve de Harari : 

Theoreme 1.2. Soit K un corps global de caracteristique p > 0. Soit X une 
K-variete propre, lisse et geometriquement integre dont on note K(X) le corps 
de fonctions. Soit U un ouvert de X et a G Br[7 C Hr (K(X)) un element 
d'ordre n premier a p tel que a ^ Br X. Alors il existe un ensemble infini (de 
densite non nulle) I de places v de K telles que l'application U(K V ) — >• Bri^„ 
induite par a soit non triviale. 

Si Ton considere maintenant une -fT-variete V qui n'est pas propre, il n'est 
pas a priori evident que Ton puisse utiliser ce resultat pour decrire le groupe 
Br nr y{p'}, ou {p 1 } veut dire que Ton prend les elements de torsion premiere 
a p, car on ne dispose pas d'equivalent en caracteristique positive au theoreme 
d'Hironaka sur la resolution des singularites, done l'existence d'une compactifi- 
cation lisse de V n'est pas assuree. Cependant, grace a un resultat de Gabber qui 
precise le theoreme de De Jong sur les alterations (cf. Exp. X, Theorem 2.1]), 
Borovoi, Demarche et Harari ont recemment demontre le sens "facile" de cette 
description (cf. 1, Proposition 4.2]), i.e. que pour tout element a de Br nr F{p'} 
et pour presque toute place v de K l'application V{K V ) — > Bri^ induite par a 
est triviale. 

En utilisant le meme resultat de Gabber, on peut montrer une version affai- 
blie de la reciproque. Le but de ce texte est d'en donner la demonstration. 
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2 Resultat principal 



Le resultat est le suivant. 

Theoreme 2.1. Soient K un corps global de caracteristique p et V une K- 
variete lisse et geometriquement integre. Soit a G Br V un element d'ordre n 
premier a p. Alors a appartient d Br nr y si et seulement si, pour presque toute 
place v de K, Vapplication V(L) BrL induite par a est nulle pour toute 
extension L/K v finie et purement inseparable. 

Remarque. L'auteur ignore si cette version affaiblie du resultat est optimale 
ou pas, i.e. s'il sufflt de regarder les -fT^-points et non pas les L-points pour 
toute extension L/K v purement inseparable. La demonstration actuelle ne laisse 
aucune piste sur comment arriver a un tel resultat. 

II est cependant important de remarquer que ce defaut n'est en general pas 
genant au moment des applications, comme on le verra a la fin du texte. 

Demonstration. L'un des sens ayant deja ete demontre, il sumt de se concentrer 
sur le cas ou a ^ Br nr lA II faut alors trouver une infinite de places v de K, 
des extensions purement inseparables L/K v et des i-points P de V tels que 
a{P) 7^ 0. On note aussi que, puisque BrV^ est un groupe de torsion, on peut 
supposer que a est d'ordre i m pour un certain t ^ p premier et m > 1. 

Le theoreme de Nagata (cf. [3]) nous dit qu'il existe une if-compactification 
X de V qui n'est pas forcement lisse, i.e. une -ftf-variete propre X munie d'une 
K- immersion ouverte V X. Le theoreme de Gabber nous dit alors qu'il existe 
une extension finie de corps K'/K de degre premier a t et une ^'-alteration X' — > 
Xjc'i fe. un morphisme propre, surjectif et generiquement fini de degre premier 
a I, avec X' une ivT'-variete lisse. On en deduit que X' est propre et lisse sur K' . 
De plus, on peut supposer que X' est geometriquement integre. En effet, quitte 
a prendre une composante connexe de X' dominant X, on peut supposer qu'elle 
est connexe. II sufHt alors de noter que la factorisation de Stein assure l'existence 
d'une factorisation X' —> Spec K" — > Spec K 1 telle que X 1 est geometriquement 
connexe sur K", done quitte a changer K 1 par K" (extension qui reste de 
degre premier a £ car [K" : K'] divise [K'(X') : K'(X)]), on a que X' est 
geometriquement integre sur K' car elle est lisse et geometriquement connexe. 
On a alors le diagramme commutatif suivant, ou les carres sont cartesiens et les 
fleches representent des immersions ouvertes : 

V'< ► X' 



V K > C ^X K , 

V c ^X 

Puisque a $ Hr nv V, on sait qu'il existe un anneau de valuation discrete A de 
corps de fractions K(V) et corps residuel k D K tel que l'image de a par 
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l'application residu 



H 2 (K(V), mm) -> H 1 (K,1/£ m 'L), 

est non nulle, cf. par exemple [31 §2]. Soit Kq/K(V) la sous-extension separable 
maximale de K'(V). En consider ant la fermeture integrale de A dans Ko et 
en localisant en un ideal premier convenable on trouve un anneau de valuation 
discrete Aq C Kq contenant A, de corps de fractions Kq, et tel que le produit 
e A /AfA /A soit premier a £, ou e et / representent l'indice de ramification et 
le degre residuel respectivement. Si Ton definit alors A' comme la fermeture 
integrale de Aq dans K'(V), on a que A' est un anneau de valuation discrete et 
que e. A' I A a f A' I A a es t une puissance de p, cf. la preuve de [5J Ch. 4, Proposition 
1.31]. Ainsi, on voit que A' /A est une extension d'anneaux de valuation discrete 
avec ca' /aIa' /A premier a I. De plus, on voit bien que K'iV') est le corps de 
fractions de A' et que, si l'on note k 1 le corps residuel de A', on a k' D K' . 
Alors, d'apres 2, Proposition 3.3.1], on a le diagramme commutatif 



H\K{V)^^) 



Res 



e A , /A -Rcs 

H 1 {k! ',Z/£ m Z). 



Soit K\ la sous-extension separable maximale de n' / n. On a alors la factorisation 
suivante de la fleche verticale de droite : 

H^Z/JTZ) CA ' /A ' RCS > H l {K 1 ,Z/( m 'L) ^ H 1 {k' ,Z/ri). 

Puisque l'extension k'/ki est purement inseparable, si Ton note T Kl et T K i les 
groupes de Galois absolus correspondants, il est facile de verifier que le mor- 
phisme canonique T K > — > T Kl est un isomorphisme, ce qui nous dit que la Heche 
de droite est aussi un isomorphisme, tandis que pour la fleche de gauche on a 
que e-A' /a\ k \ '■ K ] divise &A' /aIa' /A e t alors le morphisme est injectif par l'argu- 
ment classique de restriction-corestriction. En particulier, on voit que l'image 
a' E BtV de a n'est pas dans Br nT V'{p'} = BrX'{p'} car l'image de a' dans 
H 1 («/, Z/£ m Z) est non nulle. 

Le theoreme 1 1 . 2 1 nous donne enfin un ensemble infmi /' de places w de K' 
telles qu'il existe un K' w -^ovat de V tel que a'{P^) =fi 0. Ce i^-point 
induit evidemment un if^-point Q' w de Vk> , done de V, tel que a(Q' w ) ^ 0. 
Considerons alors la sous-extension separable maximale K C K\ C K' . L 'en- 
semble I', qui est de densite non nulle, induit par restriction un ensemble Ii 
de places de K\ de densite non nulle. D'autre part, on sait que la densite de 
l'ensemble I2 des places de K\ ayant meme corps residuel que la place qu'elles 
induisent sur K est egale k 1, cf. par exemple [6j p. 215]. On voit alors que le 
sous-ensemble I de £Ik forme des places induites par celles dans Ii Ci h C VLk x 
est de densite non nulle, done infini. De plus, quitte a enlever les places ramificcs 
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pour l'extension K\/K (qui forment un ensemble fini), on peut supposer que 
l'extension K' w / K v est purement inseparable car elle est alors decomposable en 
une suite d'extensions radicielles de degrep, tout comme K' jK\. Les JC^-points 
Q' w conviennent alors. □ 

3 Applications 

Avec le theoreme l2.il on peut obtenir des versions en caracteristique positive de 
beaucoup d'autres resultats autour du groupe de Brauer non ramifie des varietes 
sur un corps de nombres. En voici un exemple pour les espaces homogenes qui 
est Panalogue d'un resultat de Harari (cf. [5J Proposition 4]). 

Theoreme 3.1. Soient K un corps global de caracteristique p > et G un 
K -groupe algebrique fini d'ordre premier a p plonge dans un K -groupe G semi- 
simple simplement connexe (par exemple G = SL n ) et soit V — G /G. Soient 
G ab I'abelianise de G et M = G ab son groupe des caracteres. Alors le groupe de 
Brauer non ramifie algebrique Br nr a iT^ s'identifie au sous-groupe de H l {K,M) 
constitue des elements a ayant la propriete suivante : 

Pour presque toute place v de K, la restriction a v de a dans H l (K v ,M) 
est orthogonale (pour Vaccouplement local donne par le cup-produit) au sous- 
ensemble ImlH^Ky^) Zf 1 (lf„,G ab )] de iJ^J^G^). 

En outre, on peut avec le theoreme 12.11 enlever les hypotheses d'existence 
d'une compactification lisse dans certains resultats de Borovoi, Demarche et 
Harari, comme par exemple leur theoreme 7.4.b dans PQ, en remplagant bicn 
entendu le groupe de Brauer de la compactification par le groupe de Brauer non 
ramifie. 

Les details de ces resultats, notamment la preuve des theoremes ll.2l ct 13.11 
apparaitront dans la these de doctorat de l'auteur. 
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